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� � 摘 � 要: � 伪随机序列在流密码、信道编码、扩频通信等领域有着广泛的应用, m 序列是优秀的伪随机序列. 基于

m 序列,本文首次提出通过重构m 序列移位寄存器状态图, 构造一类称之为 m 子序列的移位寄存器状态图 .根据重构

的状态图,提出了第一类 m 子序列并予以证明.本文推导了第一类m 子序列移位寄存器反馈函数式,分析了第一类 m

子序列具有良好的周期特性、游程特性、平衡特性以及较高的线性复杂度. 仿真结果表明, m 子序列自相关特性也具有

很好的 �( t )函数特征. 利用文中给出的构造方法, 可以构造更多性能优良的 m子序列.
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Construction of First Class of m Subsequences

LV Hong, DUAN Ying�ni, GUAN Bi�cong, LIU Yu�lan
( Anhui University of Technology and Science , Wuhu ,Anhui 241000, China )

Abstract: � Pseudorandom sequence have been widly used in stream cipher, channel coding, and spread spectrum communica�
tion. m sequence is a excellent pseudorandom sequence. Based on m sequence , we first present reconstructing it� s state transition di�

agram and gained the state transition diagram of the new sequence called m subsequence in this paper. We prove that the fir st class

m subsequences is existent, and present first class of m subsequences feedback functions. In the end we analyze m subsequences

properties and affirm that possess with ideal balanced property、run property 、periodic property and good linear complexity. Statistic

results show that m subsequences autocorrelation property have �( t) function characteristic. More new m subsequence can be ob�

tained by using this constructing method.
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1 � 引言

� � GF(2)上的伪随机序列具有极为广泛的应用,比如

测量、流密码、信道编码、扩频通信等等. m序列是 GF

(2)上最具代表性的伪随机序列,其平衡性、游程性、相

关性都很好,具有很好的伪随机特性.但是, m序列的数

目有限,线性复杂度低,在实际应用中,往往难以满足要

求.本文基于m序列,构造了一种称之为第一类m子序

列的序列,它的周期长度仍然为 2
n
- 1, 且既保留了 m

序列的优秀伪随机特性,又具有较高的线性复杂度,是

难得的好序列.

2 � m序列

� � n 级移位寄存器可以产生多种m 序列, 每一种m

序列都对应着一个确定的线性反馈逻辑函数式,其形式

如下:

f ( x ) = c0x 0� c1x1 � c2x2 � �cn- 1xn- 1 ( 1)

其中, ci ! GF( 2) ,称之为反馈系数, x i ! GF( 2) , 为各位

寄存器状态.

n 级移位寄存器共有 2n 个状态,且最低位取 0 或 1

的状态数相等,各为 2 n- 1个,而 n 级m序列移位寄存器

是在非零的 2 n- 1状态中循环,且输出每个状态的最低

位,形成m序列.故m序列中的 0 数目比 1数目只少 1,

具有良好的平衡性.

m序列具有良好的平衡性、游程特性[ 1] ,它的自相

关函数具有很好的 �( t )函数特征,所以, m序列伪随机

性能好.

3 � m子序列

3 1 � m序列移位寄存器状态图
m序列移位寄存器状态转换由其反馈函数确定,形

如图 1 所示.由图 1知,电路状态的转换由 s0∀ s1 ∀  sj

∀  s i ∀  sp ∀  s2
n

- 2∀ s0 ,电路完成一个大循环,产生

一个周期m序列.
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3 2 � m子序列移位寄存器状态图
m序列移位寄存器 2n - 1个状态的转换具有移位

转换特点,若修改图 1中若干状态的转换, 就改变了整

个状态的转换,生成的序列也就随之改变.

如何修改图 1的状态转换,才能形成一个新的、长

度仍然为 2
n
- 1的大循环? 为此先作如下定义.

电路当前状态称

之为电路的现状态,

其前一状态称之为该

状态的原状态, 其后

一状态称之为该状态

的次状态; 两个仅最

低位相异余者相同的

状态称之为关于低位

逻辑相邻状态, 记为

Si、S i# ; 两个仅最高

位相异余者相同的状

态称之为关于高位逻辑相邻状态, 记为 S i、� Si .对于图

1,若要修改 Si 状态的转换,就意味着要改变其次状态.

对于移位寄存器来说, 一对低位逻辑相邻状态的次状

态,一定是一对高位逻辑相邻状态.所以,修改图 1 中

Si 状态的转换, 并且能够再次形成一个长度仍然为 2n

- 1 的大循环,就应该交换状态 S i、Si#的次状态.

设图 1中 S 0、S i 是一对低位逻辑相邻状态,若交换

次状态,由图 1知, S 0 到达 S i+ 1之后,电路状态转换进

入图1左边状态转换区,如果在这个区间没有其它状态

转换改变,那么由 S i+ 1最终到达最后一个状态 S 2
n

- 2,再

回到 S 0 ,形成了如图 2 左半部所示的状态转换图.图 2

右半部所示的状态转换图情况相同,显然,整个状态图

循环长度对折了,丢失了很多有效状态, 没有形成一个

长度为 2
n
- 1的大循环,不是所希望的.

电路在进入状态 S i+ 1之后的转换过程中, 如果存

在一状态,设为 Sp ,其低位逻辑相邻状态 Sp#又恰好落
在图 1的右半部状态转换区之间,如图 3所示,那么,交

换 Sp 和Sp#状态的次状态, 电路将由 Sp 状态到达Sp + 1#

状态,进入图 3 的右边状态转换区间转换. 当电路由

Sp+ 1# 状态转换到达Si 状态时,由于 Si 与S 0是两低位逻

辑相邻状态,且已交换了次状态, 所以,由 Si 状态将到

达S 1 ,进入图 3 的∃状态转换区间.完成∃区间的状态
转换,电路到达 Sp#状态,由于 Sp#与Sp 是两个低位逻辑

相邻状态,也已交换了次状态,所以, 由 Sp# 状态将到达
Sp + 1,接着电路在%区间转换状态, 到达 S 2

n
- 2状态, 再

回到 S 0,最后完成了 S 0 ∀ Si+ 1∀ &区间 ∀ Sp ∀ Sp + 1# ∀

∋区间∀ Si ∀S 1∀ ∃区间∀Sp# ∀S p+ 1 ∀ %区间∀ S2
n
- 2

∀ S 0一个大循环,如图 3所示.

3 3 � 第一类m子序列移位寄存器状态图的构造

由上述分析知, 只要交换 m序列移位寄存器的两

对特定低位逻辑相邻状态的次状态,就能形成m子序

列移位寄存器状态图 (本文中所指移位均以右移位为

例) .

如何确定低位逻辑相邻的两对特定状态? 由于这

两对特定状态间存在一定的约束,所以,先要确定第一

对状态.在m序列状态图中,设 10  00 为初状态 S 0,

不妨以初状态 10  00和其低位逻辑相邻状态 10  

01为第一对状态,那么,第二对状态中的两个状态就应

分别处于以第一对状态的连线为轴线的m序列状态图

两侧, 见图 3. 只有这样的两对状态, 两两交换次状态

后,对应的m序列状态图才能转变成m子序列状态图.

定理:在所有m序列移位寄存器中,低位逻辑相邻

状态 0000  010、0000  011,一定处在以第一对低

位逻辑相邻状态 10  00、10  01 为轴线的m 序列

状态图的两侧.证明如下:

1.设 m序列移位寄存器初态 S 0为 10  00, 则其

末状态 S 2
n
- 2一定是 00  01,初态 S 0的低位逻辑相邻

状态 Si 一定是 10   01,且称其为 S 0# ,按照图 3, S 0、

Si 交换次态,电路进入左边&区间转换.

2.设图 3左边的 Sp 状态为m序列移位寄存器末状

态 00  01的原状态, 则其对应的m序列移位寄存器

状态图如图 4 所示.这样, Sp 状态一定是第二对低位逻

辑相邻状态 00  010、00  011 中之一状态,所以在

图 4 左边至少存在第二对高位逻辑相邻状态 00   

010、00  011中之一. 那么, 这两个状态是否可能同

时处于图 4 左边区域?

若图 4 左边区间同时存在这两个状态( Sp、Sp# ) ,按

照上述假设,电路首先到达的应该是 S p# 状态, 其次态

也一定在左边区间且和 Sp 次态(电路末状态) 00  01

构成高位逻辑相邻状态对 (00  01、10  01) , 但是,

这与 Si 为 10  01相矛盾,显然图 4左边区间不可能

同时存在这两个状态,所以图 4左边区间只存在一个且

为电路末状态 00  01的原状态 Sp .
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表 1 �

n位数 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

| c( �) |副峰值 0.102 0. 0998 0.0694 0.0523 0. 03350. 02260. 01920. 01250. 0077 0. 0049

| c( �) |主峰值 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 第二对低位相邻状态对 00  010、00  011中的

另一状态 Sp#不在状态图4左边,也不是 S0或 Si ( S 0# ) ,

那么,一定存在于状态图 4 右边,如图 5 所示. 所以,交

换 Sp、Sp#各自的次状态,电路由 Sp 进入状态图右边,经

过转换再到达 S i ( 10   01)状态,即 S 0#状态,由 S i 将

转换到S 1,电路又进入∃区间转换, 完成 ∃区间转换,

再到达 Sp# ,电路由 Sp#进入末状态 00  01,由 00  
01∀10   00,形成了一个大循环,状态图如图 5.由上

状态图分析知:不管是何种 m序列移位寄存器, 只要改

变这两对低位逻辑相邻状态转换规律,交换两两次状

态,一定能形成一个长度仍然为 2n- 1 的非线性大循

环,产生m子序列.

定义:m序列中凡是改变这两对状态的转换而形成

的长度为2n- 1的非线性序列称为第一类m子序列,其

m序列是对应子序列的母序列.

3 4 � 第一类 m子序列移位寄存器反馈函数的构成

m序列移位寄存器反馈函数如式( 1) , 若改变状态

转换,其反馈函数也随之改变.图 1 是m序列移位寄存

器的状态图,若交换两对低位逻辑相邻状态对 10  

00、10   01 和 00   010、00  011次状态, 电路

状态图如图 5 所示. 显然, 相对于 m序列移位寄存器,

第一类 m子序列移位寄存器的状态只在四处发生改

变,其它不变,所以,只需在这四点处改变 m序列反馈

函数值,即可获得第一类m子序列反馈函数.改变这四

点处的反馈函数值,就意味着在这四点处将原 m序列

反馈函数值求反,即进行加 1(模 2) .

第一类m序列反馈函数仅在四点处再完成模 2加

1,就能形成m子序列,而其它不变,不变也就是模 2加

0,所以第一类m子序列移位寄存器反馈函数 f #( x )由

m序列反馈函数 f ( x )与另一函数再作一次模 2 加构

成,形如下式:

f #( x ) = f ( x ) � y( x ) (2)

称 y ( x )是第一类 m子序列个性函数, 它只

在两对低位逻辑相邻状态处取值为 1, 余者

为 0,显然,这四处的小项之和构成了 y ( x )

函数,在这里:

y( x ) = x n- 1 !xn- 2 !x 1!x 0+ xn- 1!x n- 2  !x 1x 0+ !xn- 1 !x n- 2

�  x 1!x 0+ !x n- 1!xn- 2  x1x 0

= x n- 1 !xn- 2!x n- 3  !x 1+ !xn- 1!x n- 2!xn- 3  x1

= !x n- 2 !xn- 3 !x 2(( xn- 1 �x 1)

4 � m子序列性能分析

� � 第一类m子序列移位寄存器是基于m序列移位寄

存器,且进行了一定状态重组,其循环状态也是 2n - 1

个非零状态,所以第一类m子序列 ∀a 的平衡性、游程性
同m序列,同时,它具有非线性反馈函数,所以,其线性

复杂度较m序列高.

现考查第一类 m子序列自相关特性. 在讨论自相

关函数时,习惯上,总是把 0、1 序列变成 1、�1 序列, 为

此作变换得到的序列称为 #b, 根据自相关函数的定义,

自相关函数如下:

c ( �) =
1

2n- 1 )
2

n
- 1

k= 1

#bk #bk+ �, �= 0,  , 2n- 1

m子序列 ∀a 是非线性序列, 不具有线性可加性.但

m子序列是基于线性序列, 其自相关函数虽不同于 m

序列,但通过对 25位以内的线性反馈移位寄存器产生

的子序列进行了统计分析,结果显示m 子序列自相关

函数收敛于其母序列自相关函数. 当 �= 0时, | c ( �) |

= 1,取值最大; �∗0 时, | c ( �) |迅速下降.表1 对文献1

列出的 8至 17位的各本原多项式所确定的式( 2)进行

了| C( �) |统计, 得到各m子序列的| C( �) | 主、副峰值

如表 1.由表知, 随着 n 的增大,这类m子序列的副、主

峰比迅速下降,呈现尖锐自相关特性.

当移位寄存器位数大于 15 时,其自相关函数副峰

与主峰比小于百分之一.所以, m子序列也具有良好的

自相关特性,是好的伪随机序列.

5 � m子序列移位寄存器可实现性分析

� � m子序列移位寄存器与m序列移位寄存器间的差

异在于m子序列移位寄存器反馈函数增加了个性函数

y,对 y 函数处理如下:

� � y( x ) = !xn- 2 !x n- 3 !x 1(( xn- 1 �x 1)

= xn- 2+ xn- 3+  + x 2(( xn- 1 �x 1)

y函数逻辑关系是两项之积,一项为异或关系,另一项

为或非关系. 虽然或非的因子数随寄存器位数增加而

增加,但随着可编程器件的广泛应用,或非逻辑是最易

于实现的逻辑电路, 所以, 不需要增加额外器件,只要
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在可编程器件内部启用一个 y 逻辑即可实现m子序列

移位寄存器.其实现如图 6所示.

6 � 结论及几点说明

� � 本文构造了第一类m子序列,它的周期长、伪随机

性能好,是各类应用所需要的好序列. m子序列的生成

可以用移位寄存器硬件电路实现,也可以用软件实现.

利用文中给出的构造方法,可以得到更多性能优良的m

子序列.

本文给出了第一类m子序列的反馈函数.由于运

行时间的因素,在 PC机上借助 VB,我们只对 25位以内

的特定线性反馈函数 f ( x) [ 1]所对应的第一类子序列进

行了验证,且对自相关函数进行了统计分析.在统计分

析中,我们还对部分相同位数的多个母序列对应的第

一类子序列进行了统计,结果显示, 母序列不同, 对应

子序列的自相关函数值也不同, 但最终都收敛于各自

的母序列.
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